Opakovani - Mechanika tekutin — Rovnovaha, Hydrostatika

» Tekutiny — spolecné oznaceni pro kapaliny a plyny.
F
o
F N =lim,. ,

* Tlak: = Pal=| p AS—0

P= Pal=| AS
* Dokonala tekutina — spojité rozprostiena latka, pro kterou v
kazdém bod¢ plati : o AF

P=>0

* Smykova napéti jsou v dokonalé tekutin€ vzdy nulova, modul
pruznosti ve smyku je nulovy G=0. Dokonala tekutina se nebrani
zmeéng¢ tvaru.

* V idealni tekutin€ nelze realizovat tahova napéti.

- Dokonala kapalina je nestlagitelna: o(F)=konst, p=>0

» JelikoZ se objem dokonalé kapaliny neméni, je prvni invariant tenzoru deformace nulovy:

V-V

V =abc =a,b,c, +a,b,c, (gxx +&,, + gzz):v0 +Ve, = ¢ =
0



Opakovani - Mechanika tekutin - Rovnovaha

* Dokonaly plyn je stlacitelny, zname-li stavovou rovnici _ AF l F
plynu (napf. pro idealni plyn pV/T=nR=nN,kz=konst.), P = im s, AS
muiizeme urcit hustotu plynu jako funkci tlaku v daném

miste: 0= ,O(D(F))
* | pro tekutiny plati rovnice rovnovahy kontinua: AF
Gij:_5ijp — _Z_P"‘Gi:O, 1=X,Y,Z ‘
I
Vp =grad(p)= P i P i, Pgl=G
ox oy oz

« U kapalin je hustota konstantni a objemove¢ sily miiZzeme stanovit pied feSenim rovnice rovnovahy.
* U plynii ale zavisi hustota na tlaku a je vyhodnéjsi do rovnice zavést intenzitu silového pole,
hovotime potom o rovnici hydrostatické rovnovahy :

— —

F VG G 1 -1 p
=—= = ——grad(p) =1, -=1;,
m m  po(p) p(p) p(p) o

—

1=X,Y,Z



Opakovani - Mechanika tekutin — Rovnovaha — Pascaltiv zakon

* Pro kapalinu (p=konst.) jsou parcialni derivace tlaku _ AF l F
nezavislé na tlaku. Objemovymi silami je tedy rozlozeni P = im s, AS
tlaku (feSeni rovnice) v kapalin€ urCeno az na aditivni

konstantu: f(F), p(F) _ f(F)+ k

Okrajové podminky (urceni jedné konstanty) se redukuji AF
na znalost tlaku v libovolném jednom bod¢ kapaliny. ‘
Zménime-li v tomto bod¢ tlak, zméni se o stejnou

hodnotu i konstanta k a tim 1 tlak libovolném bodé

kapaliny.

p()=p, = pP=F(R)+tk = k=p,—1f(K)
P()=pP, +Ap = py+Ap=f(R)+k = k=p,—f(F)+Ap

*Pascaliiv zakon: ,,Zm¢na tlaku v jednom misté kapaliny zptisobi stejnou zménu tlaku v
celém objemu kapaliny, pokud je pfed zménou 1 po zméné kapalina v rovnovaze.*



Opakovani - Mechanika tekutin — Rovnovaha — Pascaltiv zakon

» Hydraulicky lis, miizeme zanedbat objemove sily: _ _ =0 = p=Kkonst.

| K

S,

A F2 l
82 —fiii: h2

V2 — Szhz hl




Opakovani - Mechanika tekutin — Rovnovaha — Pascaltiv zakon

y

» Tekutina v tihovém poli F, = —m(g

* Vyjdeme z rovnice hydrostatické rovnovahy :

1 op F

I, I.=—%*=—g, 1,=0, | =0
p(p) o mo o
1 op_ 1 8p_0 1 8p_0
p(p)ox  ~ pp)oy  p(p) oz

* Tlak nezavisi tedy na soutradnicich y a z.

* Pro dokonalou (nestlacitelnou) kapalinu je o = konst. Dostaneme tedy pro hydrostaticky tlak:

dp(x
P - pg = = —px+k

» Na hladinu x = -h = 0 nam pasobi pouze barometricky tlak b:

P(0)=b=-—pg0+k = p(h)=hpg+Db
Ap = p(h) - p(0) =hpg



Opakovani - Mechanika tekutin — Rovnovaha — Pascaltiv zakon

* Tekutina v tthovém poli

X * Vyjdeme z rovnice hydrostatické rovnovahy :
P
=1, l,=-g,1,=0,1,=0
y  p(p) O ’
lh - 1 op_ | 1 ap:O’ 1 8p:O
S : p(p) OX p(p) o p(p) oz
* Tlak nezavisi tedy na soutfadnicich y a z.

« Zavislost tlaku plynu na vySce v tthovém poli 1ze urcit pokud zname stavovou rovnici plynu:
N, KgT m dp(Xx
dol ¢ oSpp=D-f S®W__9,
V. C dx C
g g =
p(x) = Ae™ :>Aae“X+AEe“X:O :>a:—6 = p(x)=Ae °

oV =nRT =% N KsT,

» U hladiny mofte X = 0 ndm ptisobi tlak p, a hustota p,. Pro barometrickou rovnici dostdvame:

_Po gy
p(0) = p, = Ae’, é:& = p(X) = p,e o , kde p,=10°Pa, p, =1,2kgm™

0



Mechanika tekutin — Rovnovaha — Archiméduv zakon

* V rovnovaze musi byt soucet vyslednice objemovych

A

sil a vyslednice ploSnych sil nulovy:

FXS
FS+FY =0 =F*=-F" >
S l F
[ g
* Slozky vyslednice objemovych sil: Fiv =|G; dV
v l v
* SloZzky vyslednice ploSnych sil: Fis =| o, dS i

S

—gjpdv, F/ =0, F'=0
\Y

» Je-li objemovou silou tihova sila: FXV
- . S S S
« Potom je vztlakova sila: == gjp dv, F =0, F’=0
Vv

e Archiméduv zakon:

Té&leso ponotené do tekutiny je nadlehCovano
silou, kterd se rovna tize tekutiny télesem vytlacené.




Mechanika tekutin — Rovnovaha — Archiméduv zakon

» Hydrostaticky tlak nezavisi na soutradnicich y a z, sily P F h

pusobici na valcovou plochu se tedy vykompenzuji. /ts\ v

* ploSné sily puisobi tedy jenom na podstavy valce: N -
h, Pv ;

F =p,S=hpgS V =Sh, v

F,=p,S=(h+h,)pgS \T/
 Vztlakova sila: F,
F,—F =(h+h,)p9S —hpgS =h, pgS = pVg

.

tiha tekutiny
vytlacené télesem




Mechanika tekutin — Rovnovaha — Archiméduv zakon

-rovnovaha F,—F — Fg =0 /l_i
S

h, " O
* ploSn¢ sily piisobi jenom na podstavy valce: %\/
F,=p,S =0 P | F
F, = p,S =h,pgS \_‘_S/
F
« Vztlakova sila: F, —F =h,0gS i
» Tiha t&lesa: F,=nh,Sg

* Z podminky rovnovahy dostaneme: F, —F — Fg =0 = ph, =ph,

e podminka plavani: h, <h, = p, <p




Mechanika tekutin — Rovnovaha — Archimédtv zakon — méfeni hustoty

m,
« vazeni na vzduchu: mg = p;V(Q m=p,V =V = p_
.
* vazeni ve vodé: m,g =mg—F .= 2rVg — pVg m,= oV — pV
m,
= Pr = P
m, —m,

» Archimédes, Syrakusy (287-212 pt. n.l.)

P, =19.3gcm™

Pay =10.49gcm™




Mechanika tekutin — Rotujici kapalina

—

Q

X » Rovnici hydrostatické rovnovahy uzijeme pro sledovani rovnovahy
J\ kapaliny za piisobeni dalSich objemovych sil.
 Zvolime soustavu soufadnou pevné spjatou s kapalinou.
» Jedina prava sila je objemova tihova sila:
GI=-pyg, GI=0, G?=0,
 Zdanliva objemova odstiediva sila je dana slozkami:

G, =0, G;) = pw’y, GY =pw’z

* Rovnice hydrostatické rovnovahy dostaneme tedy ve tvaru:
op op 2 op 2
~— =/ =pwy, _—=pwl
OX oy 0z

* Z prvni rovnice dostaneme feSeni ve tvaru: p =—pgX+ f, (Y, 2)

* Dosadime do druhé rovnice a pro funkei f; @ _ pa)zy — f(y,2) = ipa)zyz +1,(2)
dostaneme podminku: oy 1 2 2

 Dosadime do tfeti rovnice a pro funkci f, of,

— 2 2,2
=p0l = f,(2)=2%pwz°+k
dostaneme podminku: 07 2( ) 2



Mechanika tekutin — Rotujici kapalina

—

Q

J\ X * Pro rozloZeni tlaku v rotujici kapalin€ dostaneme tedy ve vysledku:

P=—pgX+1pw’(y* +2°)+k

* Plochy, ve kterych kapalina nabyva stejn¢ho tlaku p=K jsou rotacni
paraboloidy: K

2
x=1po-(y'+2%)+

« Jednotlivé plochy se lisi konstantou:

A9
k-K
A9



Mechanika tekutin — Proudéni, Hydrodynamika

» Pohyb tekutiny vySetfujeme vzhledem k soustavé soutadnic, - =

ktera je napt. pevné spojena s potrubim. Vzhledem k této —= 5 ~ =

soustavé ma kazda ¢astice tekutiny rychlost: o ~ \\\“*“ ~ N
V=V(F,1) vir,t) w0

 Takto znazornén¢ vektory jsou te¢nami ke kiivkam, které vektorové pole h N h \

nazyvame proudnice, nebo proudové ¢ary. Neni-li proudéni - N

ustalené (stacionarni), méni se obraz proudnic v kazdém okamziku. ﬁ _

« Pii ustaleném proudéni se rychlost tekutiny v zZddném misté \

nemeni a V =V(r) Proudové & cary \&\

(vlakna)

je statické vektorove pole.
* Pfi ustaleném proudéni je tvar proudnic stejny a proudnice se shoduji
s trajektoriemi c¢astic tekutiny hovofime potom o proudové trubici.

« Rikame, Ze proudéni je vifivé, jestlize :

oV oV
rot\-/’E(&Vz_ y aVx_(,avz y aij__},__o

<l

oz 0z X OX oy
« Rikame, Ze proudéni je neviFivé (potencialové), jestliZe :

rotv=0 = v=grad f, VFE kde 1=X,Y,2
|



Mechanika tekutin — Proudéni, Hydrodynamika — Rovnice kontinuity

* Hmotnost tekutiny, ktera protece za Cas At
plochou S, a S, pfi stacionarnim proudéni je:

Am, = p SV, AL, Am, = p,S,V,At

» Jelikoz plati zdkon zachovani hmotnosti
dostaneme:

Am =AM, = PS5V, = P,5,V,

Rovnici kontinuity pro stacionarni proudéni tekutiny trubici.

* V piipad¢ kapaliny je hustota konstantni a rovnice kontinuity se zjednodusi:

PL=pP; =SV =35,V o dm
P Hmotnostni (pri)tok definujeme: Q,, = e OSV
_ T
4 Objemovy (prua)tok definujeme: Q, = % =3V
L= Zavedeme orientovanou plochu dostaneme pro element

hmotného toku:

dS =fAdS = dQ, = pVdS = pvdS cosa




Mechanika tekutin — Proudéni, Hydrodynamika — Rovnice kontinuity

« Zavedeme orientovanou plochu dostaneme pro element S
hmotnostniho toku:_

dS =AdS = dQ_ = pVdS = pvdS cosa

* Celkovy hmotnostni tok libovolnou plochou dostaneme integraci:
Q. = §p\7d§ = §pvcosa ds
S S
* Hmotnostni tok uzavienou plochou smérem ven se pak musi rovnat ubytku tekutiny v objemu V

za jednotku Casu : m:jpdV :> §p\7d§ dt Ipd
v S

R = d
* Dostavame rovnici kontinuity v integralnim tvaru: § ovdsS = I d—de

Vv
* Pro kone¢nou ¢ast prostoru V omezenou plochou S 1ze upravit pomoci Gaussovy véty vektorové

analyzy:

L= . .. Opv, OpN, Opv
dS = | div dv, kde div = x Y L PP
§pv j () () OX oy 0z

» Dostavame rovnici kontinuity v diferencialnim tvaru:

jduv(pv)dv j gy = duv(pv)_‘(jj—’t’



Mechanika tekutin — Proudéni, Hydrodynamika — Rovnice kontinuity

 Rovnici kontinuity v diferencidlnim tvaru: S

. . d
div (V) =d—‘t’

* Pro ustalené proudéni nestlacitené kapaliny se rovnice zjednodusi:

‘:'j—f:o, = div(pV)=0

P_9P_% _o = divw)=0 Y1
ox oy oz

* do prostoru ohrani¢en¢ho S vstupuji Castice tekutiny plochou S; a
vystupuji plochou S,. Bude tedy:

§de§ = jpv1d§1+ jpvzdgz =—Qu +Qn, =0=Q,, =konst

» Za ustaleného proudéni je hmotnostni tok tekutiny libovolnym prufezem proudové trubice
konstantni. Jsou-li rychlost v a hustota p v celém prifezu konstantni, 1ze rovnici kontinuity psat v
jednoduchém tvaru: Q,, = oSV = konst.

* Pro nestlaéitelnou kapalinu: Q, = Sv = konst.




Mechanika tekutin — Proudéni, Hydrodynamika — Pohybova rovnice
* [ pro tekutiny plati pohybova rovnice kontinua : S
5 %% oo d? u
j 8

» Misto napéti dosadime piisobici tlak na tekutinu a za casovou znénu vektoru posunuti
dosadime rychlost proudici tekutiny a dostaneme pohybovou rovnici proudici idealni

, 1=XY,2

tekutiny : dv op dV _
rad(p)+G=p—, ——+G =p—+, i=xY,z
grad(p)+G = p—ry ——-+G =p— y
P Op~ O
grad(p)=| 7, 25, P
8x oy T oz
 Zavedeme-li intenzitu silového pole dostaneme Eulerovu hydrodynamickou rovnici:
B> MY N5 Ny LNy,
dt 55.: 0 dt ot 5520 ot
oV, oV, 1 p

ot j:x,y,za_j J | P @l



Mechanika tekutin — Proudéni, Hydrodynamika — Bernoulliova rovnice

* Eulerova hydrodynamicka rovnice:
oV, oV, 1op .
— 4 _-Vj: P T T T sz,y,z
5’[ j=x,y,2 8] P GI

—i:O — Z a_\{iV-: i_la_r:) i:X1y1Z
J=X,V,2 aJ

* Rovnici vynasobime jednotkovym vektorem ve sméru rychlosti, ktery ma smér proudnice a
integrujeme ve podél proudnice:

_[ Z 'd —jl Yi s IE@—deonst i=X,Y,2
j=x,y,z
» Je-li pole obj emovych sil konzervativni:
op V. : V. op . :
|l =——, Ltds=di = || tds=—|—-di=—|dp= 1=X,Y,2Z
o v v Jau j i Y
* Podobn¢:

1opv. 1 0op dp .
J‘;a— —j;gdl j; 1=X,Y,Z



Mechanika tekutin — Proudéni, Hydrodynamika — Bernoulliova rovnice

* Vyuzijeme-li identitu, dostaneme:

2 2 2
8\/_ :a(Vi-Vi):Zviﬂ-i:J‘z a\{ivjvidszj‘ﬁv—_/zdj:jdv_’ i:X’y’z
J) 0 J) iyz 0l "V 0) 2

 Cekem tedy dostaneme vyjadieni pro Bernoulliovu rovnici pro obecnou stlacitelnou
tekutinu: V2 dp V2 dp
jd — +jd(p+j—:konst. = —+gp+_[—:konst.
2 o, 2 yo,

» Bernoulliovu rovnici pro kapalinu, kdy je hustota konstantni:
2

p=konst. = pV?+pg0+p:k0nSt.

* ,Soucet kinetické energie objemove jednotky kapaliny, jeji
potencialni energie a tlaku je podél proudnice konstantni.

* Pro libovolna dv€ mista na stejn€ proudnici ma tento vyraz

stejnou hodnotu:
2 2

V P,V P
?14‘(91"'_1:?2"‘(02"'_2



Mechanika tekutin — Proudéni, Hydrodynamika — Bernoulliova rovnice

» Piiklad proudéni kapaliny vodorovnou trubici

« idealni (nestlacitelnd) kapalina

o = konst.

* kdyby kapalina stala
v, =V, =0 hy

PP, + P = pp,+ P, =
D, — P, = po, — po, = pg(h, —h,)

1 1
- Bernoulliova rovnice: E'Ovlz + p,+ pgh, = E,avz2 + p, + pgh, = konst.

Vi _V, _ SWAL _ Syt

« Rovnice kontinuity: =0Q,=>—==—=
i Q=R At At At At

= SV, =S,v, =konst.



	Slide 1
	Slide 2
	Slide 3
	Slide 4
	Slide 5
	Slide 6
	Slide 7
	Slide 8
	Slide 9
	Slide 10
	Slide 11
	Slide 12
	Slide 13
	Slide 14
	Slide 15
	Slide 16
	Slide 17
	Slide 18
	Slide 19
	Slide 20

